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Examen (session principale — 16/12/2024)

Durée 2h (+ tiers temps). Tout document et objet électronique sont interdits.

Exercice 1 (2/1=3 pts)
Déterminer les racines du polynéme
P(z) = 2® — 72 + 162 — 12.

Une racine évidente est , puisque
P(2)=2"-7Tx22+16x2—12=8—28 +32 — 12 = 40 — 40 = 0.
On peut donc factoriser P par (z — 2). On écrit
P(x) = (az® + b + ¢)(x — 2) = az® + (b — 2a)2” + (c — 2b)x — 2c.

Par comparaison des coefficients, on voit facilement que a = 1 et ¢ = 6, ainsi il reste juste a déterminer b. En
regardant le coefficient du terme 22, on doit avoir b — 2 = —7, et donc b = —5. Ainsi

P(x) = (x? — 52 + 6)(z — 2).

11 reste & déterminer les racines du facteur x2 — 5z + 6. Son discriminant est A = 5% — 4 x 6 = 25 — 24 = 1. Ainsi,
les racines sont

S I P £
1 — 2 — 4y 2 — 2 -

On en conclut que les racines de P sont 2 (avec multiplicité 2) et 3, ainsi

3.

P(z) = (v = 2)*(z - 3)

Exercice 2 (1/1=2 pts)
Représenter graphiquement (et séparément) les ensembles suivants.

L ={(z,y) eR?:y > 2> — 1]}
2. Qy={(z,y) eR?:y <z —1,]z] <1}

Exercice 3 (1/0,5/1/1/0,5/1/2=7 pts)
On considére la fonction
_ 2eV®

f(x) v

1. Déterminer ’ensemble de définition D de f, en justifiant la réponse.

On écrit la fonction f comme u/v, ot u(z) = 2eV* et v(z) = /z. On a
Dy =D,ND,N{x €D, :v(zx)#0}.

La fonction 1/z est définie sur {x > 0} = Ry. Ainsi D, = R;. Comme la fonction exponentielle est définie sur
R, la composition eV® est définie sur {x > 0}. On en déduit D,, = R aussi. Puisque v # 0 si et seulement si
x # 0, on a finalement que f est définie sur ’ Dy ={xz >0} =R3. ‘

2. Déterminer si Dy est un convexe, en justifiant la réponse.
Le domaine Dy = R’ est un intervalle, est par conséquent il est convexe.



3. Calculer la dérivée premiere de f.
AcTiE S — . r_ 1 T r 1 ol
On écrit & nouveau f = u/v comme plus haut. On a v’ = Feviet v = 5o Ainsi

/ / e\/;_ﬂ

N T | e 1 1
Fla) = v2 o x — € (x x3/2 )"

4. Etudier le signe de f’ et représenter le tableau de variation de f.

On écrit Ve
1 1 Vr—1 ev®
M) = eV [ Z _ Ve - _
f(x)*e (.’I} 1‘3/2) =€ 563/2 - 583/2 (\/E ]‘)
eVe
Puisque sur Dy = R on a YE) > 0, le signe de f’ est déterminé par le signe du facteur \/z — 1. On a
T

Vv —1 >0 si et seulement si x > 1, et on en déduit le tableau suivant :

T 0 1 +0o0

I - 0 +

>

5. Déterminer la nature des éventuels points critiques de f (point de maximum local, de minimum local, ou
d’inflexion).
Il y a un seul point critique, x = 1, qui correspond a un point de minimum local.

6. Calculer la dérivée seconde de f.
On reprend l'expression

que l'on écrit sous la forme f' = uv avec u = eV? et v = % — 31/2 On a
,evr o 1 31
u = — 2
2z’ 2 225/2
et donc
1 3 1 1
17" o / [P o vz
f(z) =wv +uv—< x2+72x5/2+2x3/2 2x2>e

3 3 1
(2 2 = )V
B <2x5/2 222 2333/2) ‘

ovE
=(B-3Vz+2)—F%

245/2°

7. Déterminer si la fonction f est convexe sur son domaine de définition.
On reprend l'expression

1" eV®
eﬁ
Le facteur 2572 est toujours positif pour z € Dy = R, il faut donc regarder le signe du facteur 3—3,/z+xz. En
T
écrivant t = /z, on écrit cette expression sous la forme t2 —3t+3. Le discriminant est A = 32—-4x3 = -3 < 0,

ainsi Pexpression ¢ — 3t + 3 est toujours positive. On en déduit que f”(z) > 0 pour tout = € Dy, et donc f
est convexe.



Exercice 4 (0,5/1/2/1=4,5 pts)
On considere la fonction
u(z,y) = 2xy — 2% — 3y% — 2z + 247

1. Déterminer 'ensemble de définition de w.

La fonction est polynomiale en deux variables, et donc

2. Calculer les dérivées partielles

ou ou
ox’ Oy’
On calcule
ou ou
— =2y —4dx—2, — =2z — 6y+ 6y>.
o Yy xz s dy x y + 6y

3. Déterminer les éventuels points critiques de wu.
On doit résoudre le systeme

2y —4dx —2=0 y—2x—-1=0 20 =y—1 N 20 =y—1
2z — 6y + 6y> =0 2z — 6y + 6y? =0 (y—1)—6y+6y2=0 —1-5y+6y>=0

On résout I’équation —1 — 5y + 6y? = 0. Le discriminant est A = 25 + 4 x 6 = 49 et ainsi

_5-7_ 1 _5+7_1
N= T T T
Aux deux valeurs de y correspondent les valeurs de x = %1
1
yp—1  —5—1 7 yo—1 1-—1
T 2 127 T2 2

Ainsi la fonction u admet deux points critiques :

(:Chyl) = (717727 7%) ’ ($27y2) = (Oa 1)'

4. Déterminer si la fonction u est homogene.
Si la fonction est homogene d’un certain degré «, on doit avoir (Vu, (z,y)) = au(x,y). On calcule le produit
scalaire
(Vu, (z,9)) = (2y — 4z — 2)z + (2 — 6y + 6y%)y
= 2yx — 4x? — 22 + 22y — 6y° + 6y°
= dxy — 422 — 6y — 22 + 61°.
D’autre part, on a
au(z,y) = 20xy — 202* — 3ay® — 20 + 20>,

Par identification des coefficients, on doit avoir & la fois & = 2 (si on regarde les coefficients du monéme zy)
et a = 3 (coefficients du monéme 32), et donc la fonction n’est pas homogene d’aucun degré.

Exercice 5 (0,5/0,5/0,5/1=2,5 pts)
On considere les points
P=(1,6), @Q=(1,2),

et les vecteurs
u=(2,0), T=(2,4).

1. Calculer la distance euclidienne entre les points P et Q.



2. Donner I’équation paramétrique de la droite D qui passe par les points P et Q.
3. Représenter graphiquement le segment [P, Q] et la droite D.

4. Déterminer les éventuels parametres ¢t € R tels que les vecteurs @ + t¥/ et @ sont orthogonaux.

Exercice 6 (1/0,5/0,5=2 pts)
1. Donner la définition d’une fonction linéaire f: R™ — R.

2. Donner un exemple de fonction linéaire f: R — R.

3. Donner un exemple de fonction g: R — R qui n’est pas linéaire.




